Proprietati ale integralei definite din functii pare (impare)
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In acest studiu vom prezenta intr-o forma teoretici unele probleme interesante privind
integrala definitd si o metodd de calcul a unor integrale definite pentru unele clase de functii
integrabile.

Definitia 1. Fie b€ R, D inclusain R, si f : E= R. Spunem ca functia f este (b, D) — para,
daca si numai daca :

1) Vx € D rezulta - x € D;
2) Vx€Drezultab —x€Esib+x€E,
3) f(b—x)=f(b+x),Vx€D;

Definitia 2. Fie b€ R, D inclusain R, si f: E- R. Spunem ca functia f este (b, D) — impara,
daca si numai daca :

4) V x € D rezulta -x € D;

5) Vx € Drezultab —x€Esib+x €E;

6) f(b—x)=—f(b+x),Vx €D;

In particular pentru b =0 si D = E se obtin definitiile functiilor pare respective impare. Daca
a € R} si D =[-a, a ] in loc de functie (b, [-a, a ]) — para sau de functie (b, [-a, a ]) — impara vom
spune functie (b, a) — para respectiv functie (b, a) — impara.

Propozitia 1. Fie f: [a, b] = R o functie continua si (%(a+ b), %(a - b) ) — para. Atunci :

1) [ fGodx = 2 [2 ) ax;
2) [} f0)dx =2 (a+b) [} f(x)dx;

Demonstratie. 1) Deoarece f este (% (at+ b), % (a- b)) — para rezulta ca f(% (at+ b)- x) :f(% (at+

b) +x), Vx € [0, % (b- a)] daca si numai daca f(a +b-x)=f(x), Vx € [a, b].
[P faodx= [2X" fa+b — x)da i dacd facem substituia x= a+b- t cu te[> (a+b), b]
fla+b—x)dx = f%”(m) f®de si deci [ fdx =" f) dx +

obtinem: fg(“b)
b .
Jiqspy f)dx =2 ] ) £ (x)dx.

a

2)Cu ajutorul substitutiei x= a+ b — t, t€[a, b] rezulta : f: xf(x)dx = — f:(a +b—t)f(a+b—
t)(—dt) = (a+b) [} fla+b—t)dt — [, tf(a+b—t)dt = (a+b) [, f(t)dt — [} tf(D)dt
de unde obtinem f:f(x)dx = %(a + b) f: f(x)dx.

Propozitia 2. Fie f:R—R o functie continua.Daca este (b, a) - pard ( respectiv (b, a) — impara)
atunci :fbbj:f(x)dx =2 fbb+af(x)dx respectiv fbbj;f(x)dx = 0.



Demonstratie. Deoarece f este (b, a) — para rezulta ca f(b —x)= f(b +x), Vx €[- a, a]. Deci
L fede=[) feodx+ [ fede = [T fFOdx + [, f(2b = £)(=de) =
Lrfode+ [ f(b+ (b= 0)dt = [T fdx + [ f(b— (b - 0)dt =

b+a b+a b+a

L, f@odx + [T F(ode= 2f,) F (o) dx.

Propozitia 3. Daca f,g :R—R sunt de aceeasi (b, a) — paritate atunci produsul fg este o functie
(b, @) — para iar daca f,g sunt de (b, a) - paritati diferite atunci produsul fg este o functie (b, a) —
impara.

Demonstratie. Fie g1, &, €{-1,1} atunci f(b-x) = &;f(b + x), g(b —x ) = &,9(b + X), Vx €[- a, a].Daca
fsi g sunt de aceeasi (b, a) — paritate atunci produsul &; &, =1 iar daca sunt de (b, a) - paritati diferite
atunci produsul ;&, = -1. Deci (fg)(b —x )=f(b —x )g(b —x ) = &;&,f(b + X)g(b + x) de unde rezulta
enuntul.

Propozitia 4. Pentru orice functie f:[b —a , b + a]—> R exista o functie g, (b, a) — para si o
functie h, (b, a) — impara astfel incat f =g + h.

Demonstrafie. Fie g(x) = (f(x) + f( 20 —)) si h(x) =5 (f(x) — f (2b —X)). Avem :

g(b %)= (f(b ) + (2b (b %)) =3 (f(b —x ) + f(b + x)), g(b +x )= (f(b + x ) + f(2b — (b + X))
== (f(b + x ) + f(b —x )), de unde se observa ca g(b —x )= g(b + x) si h(b X )= = (f(b —x ) - (2b (b -
X)) == (flo —x ) —f (b + X)), h(b + X )= > (f(b + x ) f (20 (b +x )) = (f(b + x ) —f (b —x)) de unde
obtinem ca h(b —x )= - h(b +x).Totodatd se observa ca f = g + h si cu aceasta propozifia este

demonstrata.
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Aplicatia 1. S se calculeze I,,= [ X< *8¥3

0 P xrD)n dx, n numar natural.

(Problema 17036, din G.M.)

Solutie. Se arati ca functia g :[0, 1] = R, g(x) = X*- x +1 este (% : %) — para iar functiah : [0, 1] - R,
h(x) = x* — 6x° +8x — 3 este (% : %) — impara si prin urmare functia f = gin este (% : %) — impara si deci
I, =0.

Aplicatia 2. Sa se demonstreze ca I, = f01(2x -1H" eX ¥ dyx = 0O,vn€ N*,cun=2k+1.

(Problema 16993, din G.M., Florin Radulescu)

Solutie. Se arati ci functia g : [0, 1] = R, g(X) = (2x — 1)2**1 este (% , %) — impard iar h : [0, 1] -
R, h(x) = e*~*" gste (% , %) — para, rezulta ca produsul f= gh este o functie (% : ;) — impara, deci I,
=0, pentru n = 2k + 1.

Propozitia 5. Fie f, g : [b—a, b + a] = R continue si f o functie (b, a) — para, atunci :

b+a b+a

FG)gG)dx = f F()(g(x) + g(2b — x))dx.
b

b—a

Demonstratie. Conform propozitiei 4 exista u, v : [b —a, b + a] = R, in care u este (b, a) — para iar v
este (b, a) —impara sig=u+v. Avem:



b+a b+a b+a b+a

f)g(x)dx = fO(ux) + v(x))dx = fulx)dx + fOv(x)dx =

b—a b—a b—a b—a

b+a b+a b+a
fulx)dx = Zf f(@ulx)dx = J f(x)(g(x) + g(2b — x))dx.
b b

b—a

Aplicatia 3. Daca f este continud pe [-a, a] si (0, a) — para (de fapt pard) atunci

faf(X)(ekx +1)7dx = faf(x)dx.
a o

(Problema 17038, din G.M., V. Tifui)
Solutie. Fie g : [-a, a] =R, g(x) = (¢** + 1)~! atunci g(- x) = (e ** + 1)~ de unde rezulti ci g(x)

+ g(-x) = 1. Din propozitia precedent avem :

[ rwgwar= [ (90 +g-0)ax = [ fooax

Aplicatia 4. Daca functia g : R—R satisface conditia g(x) + g(x) = 1, Vx € R sa se calculeze
J£ g(x)dx.(Problema 16024, din G.M., Gh.Fatu)

Solutie. Fie functia f: R =R, f(X) = 1, Vx € R, rezulta ca f este (0, a) — para, Va € R}, deci suntem
in conditiile propozitiei precedente. Avem :

[5f0g@dx = [} f)(g() + g(-x))dx = [1-1dx = a.

xsin?m x

Aplicatia 5. Fie f: [0, ] =R, f(X) =
16960 din G.M., V.Tifui)

— . Si se calculeze Jy f(x)dx. (Problema

sin2nx+cos2n

sin?" x

Solutie. Fie g : [0, ] =R, g(X) =
avem .

T T - e o A I -
T — T este (; , 5)- para si aplicand propozitia precedenta

A

]Onf(x)dx _ L”xg(x)dx _ J;g(x)(x + 71— x)dx = ”L G()dx =

2
=1 fir(g(0) + gCE — ) dx = 7 finldx = .
4 4
Propozitia 6. Fie f, g : [b—a, b + a] - R continue si f o functie (b, a) — impari, atunci :

b+a b+a

f)gx)dx = f)(g(x) — g(2b —x))dx.

b—a b

Demonstratie. Conform propozitiei 4 exista u, v : [b —a, b + a] = R, in care u este (b, a) — para iar v
este (b, @) —imparasig=u+v. Avem :

b+a b+a b+a b+a
f(x)g(x)dx = f(x)(u(x) + v(x))dx = f(ulx)dx + f)v(x)dx =
b—a b—a b—a b—a
b+a b+a b+a
fv(x)dx =2 fO)v(x)dx = f)(g(x) — g(2b —x))dx.
b-a b b



sinx

Aplicatia 6. Fie f : [0, 2m]—> R, f(x) = Si se calculeze 1 = foznxzf(x)dx.

(Problema 17510 din G.M., Gh. Marghescu)

1+ sin2x *

Solutie. Evident f(r — x) + f(w + x) = 0,Vx € [—m, 7], ceea ce ne arata ca f este (1, r)- impara si
folosind propozitia precedent rezulta ca

I :f;nf(x)(x2 — (2 —x)¥)dx = fnznf(x)(élnx —4n®)dx =

= 47 fnznxf (x)dx — 4m? fnzn f(x)dx. Se arata ci f este (3?” : g)- pard si atunci din propozitia 5

avem : fnzn xf(x)dx = fénf(x) (x + 3m — x)dxm = fé”f(x)dx, deci | = 12r2 fénf(x)dx -
2 2 2
A2 f;” f(x)dx, unde [ f £ (x)dx se calculeaza prin metodele obisnuite.

Aplicatia 7. Si se calculeze fozln(H—tgx) dx .(Problema 17771 din G.M.)

sin2x+cos2x

Solutie. Fie £ :[0, %] -R, f(x) = si f(g + X) —f(% - x) =0, ceea ce ne arati ci f este (g,g)-

sin2x+cos2x
Vs

pari, deci f(:ztf(x) In(1 + tgx) dx = fgf(x)(ln(l + tgx) + In2 —In(1 + tgx)))dx =

Vs
n2 04 1 . . . . .
== [ = dx, iar aceasta se calculeaza prin metode obisnuite.
V2 75 cos(2x—) >
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