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C. N. ”Nicolae Titulescu” 

În acest studiu vom prezenta într-o formă teoretică unele probleme interesante privind 

integrala definită şi o metodă de calcul a unor integrale definite pentru unele clase de funcţii 

integrabile. 

Definiţia 1. Fie b                 , şi f : E  . Spunem că funcţia f este (b, D) – pară, 

dacă şi numai dacă : 

1)       rezultă –       
2)                             ; 

3)              ,       

Definiţia 2. Fie b                 , şi f : E  . Spunem că funcţia f este (b, D) – impară, 

dacă şi numai dacă : 

4)       rezultă –       
5)                             ; 
6)               ,       

           În particular pentru b = 0 şi D = E se obţin definiţiile funcţiilor pare respective impare. Dacă 

    
  şi D = [-a, a ] în loc de funcţie (b, [-a, a ]) – pară sau de funcţie (b, [-a, a ]) – impară vom 

spune funcţie (b, a) – pară respectiv funcţie (b, a) – impară. 

Propoziţia 1. Fie           o funcţie continuă şi ( 
 

 
 (a+ b), 

 

 
 (a - b) ) – pară. Atunci : 

1) ∫         ∫     
 

 
     

 

 

 
  ; 

2) ∫        
 

 

 

 
     ∫       

 

 
; 

           Demonstraţie. 1) Deoarece f este  ( 
 

 
 (a+ b), 

 

 
 (a - b) ) – pară rezultă că f(

 

 
 (a+ b)- x) =f(

 

 
 (a+ 

b) +x),       
 

 
 (b- a)] dacă şi numai dacă f(a +b-x)=f(x),     [a, b].  

∫     
 

 
     

 
dx= ∫           

 

 
     

 
 şi dacă facem substituţia x= a+b- t cu t [

 

 
 (a+b), b] 

obţinem: ∫            
 

 
     

 
∫       

 
 

 
     

 şi deci ∫        
 

 
∫     

 

 
     

 
dx + 

∫         ∫       
 

 
     

 

 
 

 
     

. 

2)Cu ajutorul substituţiei x= a+ b – t, t [a, b] rezultă : ∫          ∫              
 

 

 

 

             ∫            ∫                  ∫        ∫        
 

 

 

 

 

 

 

 
 

de unde obţinem ∫        
 

 

 

 
     ∫       

 

 
. 

 Propoziţia 2. Fie f:R R o funcţie continuă.Dacă este (b, a) - pară ( respectiv (b, a) – impară) 

atunci :∫         
   

   
∫       

   

 
 respectiv ∫         

   

   
. 



    Demonstraţie. Deoarece f este (b, a) – pară rezultă că f(b –x)= f(b +x),    [- a, a]. Deci  

∫        
   

   
∫        ∫        ∫        ∫              

 

   

   

 

   

 

 

   

∫        ∫  (       )   ∫        ∫  (       )   
   

 

   

 

   

 

   

 
 

∫        ∫       
   

 

   

 
= 2∫       

   

 
  

   Propoziţia 3. Dacă f,g :R R sunt de aceeaşi (b, a) – paritate atunci produsul fg este o funcţie 

(b, a) – pară iar dacă f,g sunt de (b, a) - parităţi diferite  atunci produsul fg este o funcţie (b, a) – 

impară. 

Demonstraţie. Fie       {-1,1} atunci f(b-x) =   f(b + x), g(b –x ) =   g(b + x),    [- a , a].Dacă 

f şi g sunt de aceeaşi (b, a) – paritate atunci produsul      =1 iar dacă sunt de (b, a) - parităţi diferite  

atunci produsul      = -1. Deci (fg)(b –x )= f(b –x )g(b –x ) =      f(b + x)g(b + x) de unde rezultă 

enunţul. 

            Propoziţia 4. Pentru orice funcţie f:[b – a , b + a]  R există o funcţie g, (b, a) – pară şi o 

funcţie h, (b, a) – impară astfel încât f = g + h. 

Demonstraţie. Fie g(x) = 
 

 
 (f(x) + f( 2b –x)) şi h(x) = 

 

 
 (f(x) – f (2b –x)). Avem :  

g(b –x )= 
 

 
 (f(b –x ) + f(2b –(b –x )) =

 

 
 (f(b –x ) + f(b + x )), g(b +x )= 

 

 
 (f(b + x ) + f(2b – (b + x )) 

=
 

 
 (f(b + x ) + f(b –x )), de unde se observă că g(b –x )= g(b + x) şi h(b –x )= 

 

 
 (f(b –x ) –f (2b –(b – 

x )) =
 

 
 (f(b –x ) –f (b + x )), h(b + x )= 

 

 
 (f(b + x ) –f (2b –(b + x )) =

 

 
 (f(b + x ) –f (b –x )) de unde 

obţinem că h(b –x )= - h(b +x).Totodată se observă că f = g + h şi cu aceasta propoziţia este 

demonstrată. 

 Aplicaţia 1. Să se calculeze   = ∫
              

          
  

 

 
, n număr natural. 

(Problema 17036, din G.M.) 

Soluţie. Se arată că funcţia g :[0, 1]   R, g(x) = x
2 
- x +1 este (

 

 
 , 

 

 
) – pară iar funcţia h : [0, 1]   R, 

h(x) = x
3
 – 6x

2
 +8x – 3  este (

 

 
 , 

 

 
) – impară şi prin urmare funcţia f = 

 

  
 este (

 

 
 , 

 

 
) – impară şi deci 

In =0. 

 Aplicaţia 2. Să se demonstreze că In = ∫         

 
     

   = 0,      , cu n = 2k + 1. 

(Problema 16993, din G.M., Florin Rădulescu) 

Soluţie. Se arată că funcţia g : [0, 1]   R, g(x) =            este (
 

 
 , 

 

 
) – impară iar h : [0, 1]   

R, h(x) =      
  este (

 

 
 , 

 

 
) – pară, rezultă că produsul f = gh este o funcţie  (

 

 
 , 

 

 
) – impară, deci In 

=0, pentru n = 2k + 1. 

 Propoziţia 5. Fie f, g : [b – a, b + a]   R continue şi f o funcţie (b, a) – pară, atunci : 

∫             ∫                
   

 

   

   

        

Demonstraţie. Conform propoziţiei 4 există u, v : [b –a, b + a]   R, în care u este (b, a) – pară iar  v 

este (b, a) – impară şi g = u + v. Avem : 



∫             ∫     (          )    ∫            ∫            
   

   

   

   

   

   

   

   

 

∫             ∫             ∫     (             )   
   

 

   

 

   

   

 

 Aplicaţia 3. Dacă f este continuă pe [-a, a] şi (0, a) – pară (de fapt pară) atunci  

∫              
 

  

    ∫        
 

 

 

(Problema 17038, din G.M., V. Ţifui) 

Soluţie. Fie g : [-a, a]  R, g(x) =           atunci g(- x) =            de unde rezultă că g(x) 

+ g(-x) = 1. Din propoziţia precedent avem : 

∫             ∫     (          )    ∫        
 

 

 

 

 

  

 

 Aplicaţia 4. Dacă funcţia g : R R satisface condiţia g(x) + g(x) = 1,      să se calculeze 

∫        
 

  
(Problema 16024, din G.M., Gh.Fătu) 

Soluţie. Fie funcţia f : R  R , f(x) = 1,     , rezultă că f este (0, a) – pară,      
 , deci suntem 

în condiţiile propoziţiei precedente. Avem : 

∫             ∫                
 

 

 

  
     ∫        

 

 
. 

            Aplicaţia 5. Fie f : [0,    R, f(x) = 
        

             
 . Să se calculeze ∫       

 

 
. (Problema 

16960 din G.M., V.Ţifui) 

Soluţie. Fie g : [0,    R, g(x) = 
       

             
 este ( 

 

 
 , 

 

 
)- pară şi aplicând propoziţia precedentă 

avem :  

∫        ∫          ∫                  ∫      
 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

   

=  ∫         
  

 

 
  

 

          ∫      
  

 

 
  

 

 . 

 Propoziţia 6. Fie f, g  : [b – a, b + a]   R continue şi f o funcţie (b, a) – impară, atunci : 

∫             ∫                
   

 

   

   

        

Demonstraţie. Conform propoziţiei 4 există u, v : [b –a, b + a]   R, în care u este (b, a) – pară iar  v 

este (b, a) – impară şi g = u + v. Avem : 

∫             ∫     (          )    ∫            ∫            
   

   

   

   

   

   

   

   

 

∫             ∫             ∫     (             )   
   

 

   

 

   

   

 



            Aplicaţia 6. Fie f : [0, 2 ]         
    

        
 .Să se calculeze I = ∫     

 
          

(Problema 17510 din G.M., Gh. Marghescu) 

Soluţie. Evident f(                       , ceea ce ne arată că f este (   )- impară şi 

folosind propoziţia precedent rezultă că  

I =∫                  

 
     ∫               

 
     

=   ∫              

 
∫        

  

 
 Se arată că f este ( 

  

 
 , 

 

 
)- pară şi atunci din propoziţia 5 

avem : ∫          ∫                  ∫        
  
  

 

  
  

 

  

 
 deci I = 12  ∫        

  
  

 

  

4  ∫       
  

 
, unde ∫       

 

 
 se calculează prin metodele obişnuite. 

             Aplicaţia 7. Să se calculeze ∫
          

           

 

 
 

   .(Problema 17771 din G.M.) 

Soluţie. Fie f :[0, 
 

 
]  R, f(x) = 

 

           
 şi f(

 

 
 + x) –f(

 

 
 - x) =0 , ceea ce ne arată că f este (

 

 
 
 

 
 - 

pară, deci ∫                 ∫                                   
 

 
 

 

 

 
 

 

= 
   

√ 
 ∫

 

        
 

 
 

 

 
 

 

   , iar aceasta se calculează prin metode obişnuite. 
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